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egrippen eventualiteit en kansveld werden besproker

de verscinillende aspecten van

olz 21 e v van hoofdstulk I, wa:

astuk zullen wij enkele nieuwe begripnen invoeren.
aans luiten.

€eén abstracte wislkundige theorie
van nilet-wiskundige termen zoals "exp

| ; ;  ribe 4 ﬁ . :_ w

toepassingsmogeli jikheden oli1yf'v de whr als onderdeel van de zg.

maat - en integratietheorie een interessanc srbeirdsterrein. Maar
e PP . 57 Rt ettt

net zign uilterasard niet dic facetten van de whr die in ait hoofd-
stuk zullen

worden toegelicht.

2. Systeem, toestand, experiment, proces keten

wordt vask
gemazkt van dobbelstenen, speelkaarten en munten. Deze
woonte geeft de lezer soms het

fer illustratie van bepa:lde aspecten van de whr

revoel dat de whr een eenvoudige
zaak 18 Dat dit ten onrechte is moge blijken uit het feit dat vele
resultaten van de whr niet kunnen worden geinterpreteerd met behulp
van €en voorbeeld hoe ingewikkeld ook, waarin boven
werpen de nhnoofdrol spelen.

gcenoemde voor-

w1J zullen ons voortaan bedienen van het abstracte begrip
syscteem. ken systeem kan een dobbelsteen ZLJn, maar ook een vocorraad
bij een groot winkelbedrijf. of een rij wachtenden voor een loket.
Len systeem Als het

Systeem een dobbelsteen is, ligt het voor de hand om zes toestanden
te onderscheiden.

kKan in verschillende toestanden verkeren.

Deze worden gekarakteriseerd door het asantal ogen
op net bovenliggende zijvlal: van de dobbelsteen. Men merke op dat
de ruimtelil jke positie van de dobbelsteen hierdoor geenszins is
bepaald.

Als het systeem een rij wachtenden voor cen loket 18, corres-

pondeert met ieder asntal wachtenden een bepaalde toestand van het
systeem.

WiJ beschouwen alleen systemen wasrven de toestanden beschreven

kunnen worden door €én of meer kwantitatieve grootheden.

ben proces vindt plaats wanneer een systeem onafhankelil jk
van de waarnemer achtereenvolgens verschillende toestanden aan-

e I e o TR W T

1) whr = wasrschijnlijkheidsrekening.
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mogelil jke toestend van het
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aunnen we het proces beschri jver
de bigbehorende toestandsvectore:

n. lten dergeli jke reeks

een keten. 40 1s de reeks van het aantal OF,

achtereenvolgens bovenliggende zijden bi) het experiment "werpen
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elsteen een weten. Men merke op dat 1n dit voorbeeld
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L jk is san eén: de toestandvector heeft slechts één comp

nien nuttig er op te wijzen dat niet bl leder
(of experiment) een

delslzls
procecs

Keten behoort: wanneer vsteem een

meer is@
18 het niet

v

de toestand

worat beschre vVen

door het pei
mogelijk een keten oan te wijgzen die de "levensloop' van het
Systeem volledig beschri jfit De Wilgzlgingen vinden immers niet op

discrete tijds

stippen plaats maar min of meer continu.
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deze paragreafl en de volgende beschouwen we uitsluitend

processen die door een kelen kunnen worden beschreven.,

otel dat het systeem 1n de toestand i is, dan is het mogeli jk
dat het systeem no hec eersivolgende experiment weer in de toestand
1 1s. Hev is ccehter ool mogelidk Ot L sysooem overzast in c¢en

anderv toustand J LrZongen aan -
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ny geldrt

geven door de over,
dus voor alle
p i :}E '} . ‘ E:;: &:‘g, T o ﬁi ( 3 i M’I )
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of ook fT“pi?ma voor alle 1, waarbij J nu alle toestanden door loopt

(dUu ool de toe

ler verduldeli jking beschouwen we het volgende voorbeeld. Uit
een doos, dle 7 knikkers bevat: 4 rode, 2 zwarte en 1 witte, wordt
Op aselecte wijze een knikker getrokken. De doos is in dit voorbeeld

- experiment” ook wel in de betekenis ven
qe ging van een toestandsverandering'. Het onderscheid
experiment” en "proces" is overigens niet wezenliik voor




systeem

. we {treiklten

Peschouw

inikker, leggen deze terug, enz.

treklkken ovnieuw
de laatstgetrokken knikker geeft steeds de toestand van

Jdatl,

wilillen nu

De bigbehorende

getrokken knikker wit was k6 1i0ce groot is

Ketven en
)

de overgangswh zegeens 218 de laalst-

nae

aan de kans dat de volge

Zzijn en
geli gk

€ Kons 13, omaat vier van de zeven Kniklkers rood

LJjke kans heefll om geuvrokken te worden natuurlijk

Doordat de getlrokken knilkker steeds wordt teruggelegd ver-

Samenstelling van de doos niet. DBijgevolg geldt ook, dat

~ o U -
gelijk zign aan ';? . Dus p., = =, en evenzo p . = <

Ne de (rekkingen op deze wigze ultvoeren hangen de overgangs -

whn niet af van de ultgangstoestand. Ve spreken dan van een keten van

rdt echter de eerstgetrokken knikker niet teruggelegd, dan

nangen de overgangswhn wel af van het resulteat von de eerste trek-

King, zoals ult de volgende c¢abel blijkti:
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voor het berekenen van de kansen 4 14 ( 1=71,2,3 ) bedenke men dat de

doos nu bestact uit 3 rode, 2 zwarte en 1 witte kniklcer. De overige
Dge wljze .



de doocs met rzeven knilklers ach

terug legging, dan wordt
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de kans zign op overgang van

ysteem bl de eerste trekking in toesta

o

Baaat Thatl

terwiijl we asan p(w ~ B€en waorde kunnen toelkennen, omdat

Bij het berekenen gaat men uit van het feit

d cl t er na d £ e s 1 ------

1N
e zien dus dat ﬁi niet s

el volgt uit de wijze

weer wijzigen we ons experiment:

we trekken
daarna een tweede Alvorens nu de derde

Knikker te trekken legg

_eerste r oin 008 . lvenzo leg de tweede knikker terug

jgen we

de vierde enzovoorts. Zoals men

remalkkeli jk

d.w.z.,: de overgangswhn hangen wel af van de urtgangstoestanden,
masr niet van de da:

efgaonde toestand(en) ven het systeem.
Aangezien er bi) ledere t?@%mlmﬁ steeds zes knikkers in de doos

Z1Jn, kKunneun we hiermee een willekeurig lange keten cons trueren,
dit in tegenst

elling tot de experimenten I en C.

Het experiment D kunnen we nog als volgt genersliseren:
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zonder teruglegging
knikker. Nu leggen we de eerste terug, trek-
fﬂ)@ﬁ leggen de tweede terug, enzovoorts. Hierbij 1s m
willekeurig natuurli jk geta q)
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Als m=2 voeren we experiment D ult, terwijl de keuze m=1 equivalent

18 met experiment A.
bxperiment I

lenslotte beschouwen we het volgende voorbeeld: de eerste

twee trekkingen zign zonder teruglegging; na de derde trekking

leggen wij drie knikkers in de doos vaen dezelfde kleur als de
knikker van de derde trekking. De vierde en vijgfde knikker worden
wederom zonder teruglegging getrokken, terwijl na de zesde trek-
King weer drie knikkers van dezelfde kleur sls de zesde knikker in
de doos worden gelegd. enzovoorts.,

Aldus ontstaat een oneindig lange keten, waarblj de overgangs -

whn atf'hangen van alle voorgasande toestanden.

Wij onderscheiden nu vier soorten van ketens:

a. De overgangswhn hangen niet af van de uitgangstoestanden. Deze

ketens noemen we ketens van onafhankelijke experimenten (zie

hoofdstuk I, parsgraaf 4). (Experiment A)

b. De overgangswhn hangen alleen af van de uitgangstoestand. Deze
ketens noemen we enkelvoudige Markovketens. (Experiment D)

¢c. De overgangswhn hangen af van de uitgengstoestand en een begrensd

aantal voorafgesande toestanden. Deze ketens worden meervoudlge

Markovketens genoemd. (Experiment E)

d. De overgangswhn hangen af van de uitgangstoestand en van een

ocnbegrensd aantal voorafgasande toestanden. Deze ketens zullen
wij in dit hoofdstuk niet bespreken.

Van deze vier soorten van ketens zijn de enkelvoudige Markov -
ketens het belangrijkst. Dit hangt samen met de omstandigheid dat
de ketens van onafhankeli jke experimenten kunnen worden opgevat als
een biljzonder geval van de enkelvoudige Markovketens, terwljl de
onder c. genoemde ketens door het invoeren van andere toestanden

eveneens herleid kunnen worden tot enkelvoudige Markovketens. Dit
laatste kan men als volgt bewijzen:

Stel dat de overgangswhn afhangen van de uitgangstoestand, en
van hoogstens m-~1 voorafgaande toestanden. Deze whn kunnen we dus

ganduliden door p(iq°*“immq)im5mn
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in een toestand k is gekomen bedrsagt, volgens definitie, pggwq)ﬁ

terwijl de kans om van k in Jj over te gaan (in één stap) geli jk
18 aan pkja

Het produkt p(mmq)ka 1s dus de kans dat het systeem in m--1

1k n -
sSTappren ven i in k komt, en vandaar nasar j gaat. Dus }::pgﬁ 1)pkj
is de kans dat het systeem na m-1 stappen in één of a%gere Toestand

18 eén vendaar naar Jj geat, hetgeen niets anders betekent dan dat

net systeem vanult 1 na m stappen in k is gekomen, g.e.d.

De vorm van de vergeligking (4.1) vertoont grote overeenkomst
met die van een matrixprodukt (vgl. (5.3) ult hoofdstuk VIII). Het
1ligT daarom voor de hand om de volgende matrices in te voeren

P44 PaAp’ ceoeeo Pa
(m) (m) (m)
o P2 Do’ oeenen PA
S (m) = 1,2
(m)  _(m) (m) (4.2)
Pn an ““““““ pnn

Nemen we m=1, dan zijn de matrixelementen p§?) weer de overgangs -
whn pij“ De matrix 59(1)3 meestal afgekort tot<§3, noemen we dan
ook de matrlx ven de overgangswhn. Na bovenstaande definitie van

p(m)

kunnen we nu de vergeliljking (4.1) ook als volgt schrijven

plm) o plo-1) o (4 .3)

substitueren we hierin achtereenvolgens m = 2,3,... dan vinden we
Pnl_@n (4.4)
Voorbeeld 4.1

Gegeven een systeem, dat in drie mogeli jke toestanden (1,2, 3)
Kan verkeren. De toestanden van het systeem vormen een Markov -

keten, waarvan de matrix der overgangswhn V& gegeven wordt door:

1T 1 1
I 2 %

_ ] -

@w 0 1 %. (4.5)
P 0

=1
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beschrijven. Voor iedere toesgtand 1 geven wij aan welke toestanden
in een eindig aantal stappen venuit deze toestand i bereikt Kunnen

worden. Deze toestanden j bezitten de elgenschap, dat voor minstens
¢én eindige waarde ven k geldt .

pél’j) > O (5.1)

Voorbeeld 5.1

Wij vinden bijv. voor een systeem, dat slechts 10 toestanden
kKan aannemen, de volgende tabel van bereikbare toestanden.,

Label 5.1

) W S

Overzicht van de ne eindig veel stappen te

pereiken toestanden

vanult | zijn te bereiken na eindig veel atappen

d . 2,3,4,5,3,9
2 | 2,3,5,9

3 3,5
4 , 6,7, 10 ?
> | 3,5
6 : 65,7, 10
7 6,7,10
3 3,5
9 2,3,5,9
10 6., 7,10

Indien wij deze tabel navwkeurig besgtuderen, dan kunnen wij de
volgende conclusies trelkken:

O

] Het systeem kan glleen aon 't begin van de keten in de toestand

1 zijn. Daarns zal het nooit meer in deze toestand terugkeren.

O e moL ’ o
2 Het systeem ken vanuilt de toestand 2 wel in de toestand 3 en 5

Komen maar niet omgekeerd. Vergelil jk ook de toestanden

4 met 6,7,10
c " 7,10

S 7 3,5
9 " 3,5

(5.2)



S0y B g o Pt e R e Ao ey g g
systeem eeamaal een tces*tand arngenomen het

i i
s H 1 & S .
i, Hﬂ'-ﬁi ! %ﬁih% ’Jff.ff e 4 E g ISI ﬁiﬂg@ ;ﬂ { h"‘;lé
3 : R ,} o a% gx | é i
FHL EV\H 1’-’5?3'.{‘5 W &M! i -~11 % ﬁﬁ: g '-'h,ﬂ.*-El'{

LOE:

__*,h. . ,mﬁf#

:ir!f"‘ﬁgﬁ 1;;.6'
o4 -

TR ¥ AP i ; Sy gt %» : kg - : e . -
overgangswh van iedere,
uite

€ verzameling van

LN

naar een willekeur ,i e toestand t

LIV G- o g e
fuik is steed

4 s ailan A% w - " " o e , : . # 1L
toestan 15 dus altigd een moederf{uilk.

; , 8 - . , . F b o2
in 1n voorbeeld 5.1 peschetste situatie

6,7, 10|

Vorm

-

P

5 gl %
2 *
R LN
g 7
i "—-q.-b*f 1""{\-____:"_;\...-"!
AT £
S .
5 ﬂ_m

' "’-"f

PTRER e e,

ime 1lingen

Licen de volgende deelverza

¥
-
c
bt
—
"

moeder die geen twee




o\
v (5.4)
1T

1/

(Het deterministische karskter van het bi jbehorende proces doet
niets af van het feit dat we hier toch met een Markov-proces te
maken hebben.)

We vinden de volgende moederfuiken {1)2j3§4kﬁ {2,3,4%, 13,4} en
-{4}° leder van deze deelverzameling is zelfs een fuik: weliswaar

bevat bijv. {2,3,4} de moederfuiken 13,4} en {4}; maar deze zijn
niet disjunctﬂq)

4
]
‘
-

o O C© O
o O O A

Voorbeeld 5.4

iy

De matrix der overgangswh hebbe de volgende vorm:

S U e
-~ l |
Y 1 Ppop Poy Poy 1 O ©
O 1P . )
: P32 P33 P3y ! y - |
| ' |
| 0O | Py, Py 5 oy 1+ O O (5.5)
e e e e e e e
QU U O O e '
P55 Ps6 /
i
O I
9 U U : p65 p66 /

Bi1J dit proces zijn er twee fuiken: de eerste bestast uit de toe-
standen 2,3 en 4, de tweede uit de toestanden 5 en 6,

Len andere situatie die zich bij Merkov-processen kan voordoen

15 de volgende: de verzameling van slle toestanden kan worden ver-

deeld in m deelverzamelingen Aqy Agﬁﬂ,ﬁﬁ Am en wel zodanlig dat van-

ult een toestand tot Ai behorend alleen een directe overgang moge -
1lijk 1s naar een toestand die tot Ai+1 behoort, waarblj we A

A,l 1dentificeren. Het getal m noemt wen de orde van het Markov-
proces.

me .

Voorbeeld 5.5

De matrix der overgangswhn zou van de volgende vorm kunnen

W S e R e RN e W

1) We laten in het vervolg de triviale (moeder-)fulk, bestaande uit
alle teoestanden, buiten beschouwing.
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De in de definitie van kringfuik genoemde verzamelingen Ai z1ljn

hier {1,2,3}, {4,5,6} en {7,8,9}. De verzameling {3,6,9} is ech-
ter een fulk zosls mun gemakike L1 jk inzict.

6. De invariante verdeling

In verband met de bestudering van de overige eigenschappen van

de Markovketens is het van belang te weten of de rij van getallen

Dgg) een limietq) heef’'t voor iedere i en j als m naar o gaat.

Laten we eerst eens het gevsal beschouwen, dat er geen kring-
fuiken zijn.

Stelling 6.1

Indien de Markovketen geen kringfuiken bevat, dan bestaat

voor alle 1 en j, en

N

> Q.. o= 1 (6.2)

j=1 -

voor alle 1. Zijn verder i en h toestanden die tot dezelfde fuik
behoren, dan geldt

415 7 9ny3 - (6.3)

In het bijzonder is dus ay
Z1ljn.

; onaihankell jk van i als er geen fuiken

Als er wel kringfuiken z1lJjn, bestaat 1lim p(@) niet,

e T
Cesarolimiet q; g?)ﬁ M- 00

maar wel de zg.
. van
g enb
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1) Zie hoofdstuk II, paragraaf 2.
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Stelling 6.2

Indien de Markovketen kringfulken bevat, dan bestaat

: 1 C
llm o Z p: - q,; 29 (6“1-'-)
mm}mm K=" L LJ

voor alle 1 en J, en

L C
Looqy. =1 (6.5)

voor alle 1. Voor toestanden i en h uit dezelfde fuik geldt

c _ _cC
15 T “ng (6.6)

. m C . . ﬂ .
In het bijzonder is qij onarnankelijgk van 1 als er geen fulken zijn.

We zullen deze beide stellingen hier niet bewijzen.

. C | L ,
De kansen qu en qij kan men als volgt intcerpreteren. Stel dat men

de Toestandsveranderingen van het systeem gedurende een zeer lange
tijd niet heeft gadegeslagen, en dat men niet weet hoeveel toestands —
wljzlglngen hebben plaatsgevonden, dan zal, als het systeem het
laatst in ctoestand 1 werd aangetroffen, de kans dat het systeem

zich nu in de toestand j bevindt, bi] benadering gelijk zijn aan
C
- of q. ..
qig qlJ

Deschouwen wij nog eens de vergelijkingen (4.1):

w-ﬂ““mmmmm

1) De Cesarolimiet van cen reeks kan Dligkoaar besteen, zonder dat
de gewone limiet bestoat. Maar, als de gewone limiet bestsat, dan
bestaat de Cesarolimiet eveneens. Het hieronder volgende bewil js
Kan zonder bezwaar bij eerste lezing worden overgeslagen.

Bewijs: Laat s,,8,,... een r1j ven getallen zijn met limiet s. Dan
bestaat bij eders £>0 een getal N zodonig dat |s,-s|<& als i>N.

Beschouw nu een vaste €, en last n een getal zljn dat groter 1is
dan de bilj € behorende N. Dan geldt

i S +n Q p“i".
1 Sn

]

i
g

(Sq+,.um%(¢kﬂﬁm(5N¥T3)+ﬁﬂc+(sn~s) <

s i{o + |syqslen.i|s s} cZnMle oo

= , waarilin

Aan de laatﬁte ongell jkheild is voldaan voor n:,41%§2-, Door
n>max(N,2-N8) te nemen zien we dat ook de Cesarolimiet bestast,

_ L. . 7.
en zelfs gelijk is aan de gewone limiet.
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Hij heeft derhalve een voorraadje reserve onderdelen aangelegd, dat
éénmaal per week kan worden aazngevuld tot drie exemplarendq) De
kansverdeling van de vraag 4 per week naar een bepaald reserve-
onderdeel wordt gegeven door:

Pld=0] = % pla=1] = g Pld=2| = 5 Pla=3| = . (7.1

Verder wordt verondersteld dat de voorraadkosten per week evenredlg
ziin met de omvang van de voorraad san het eind van die week. Zodra
de voorraad niet toereikend is, worden noodinkopen verricnt, waarvan
de extra kosten per eenheid 10x de voorraadkosten per eenheid be-
dragen. Tenslotte wordt voor iledere aanvulling van de voorraad een
vast bedrag ven 5x de voorraadkosten in rekening gebracht. Het pro-
bleem dat de hsasndelaar nu stelt is het volgende:

"Moet ik de voorraad aanvullen als ik nog één of misschien zelfs

twee onderdelen in voorraad hebh? Of moet ik pas bl jbestellen als
alle onderdelen gebruikt zijn?'

Oplossing:

De mogelil jke toestanden aan het eind van iledere week zullen we
asnduiden door symbolen (i) met de volgende betekenis

(3) = de voorracd bedraagt drie exemplaren
(2) = 1 1 ¥ twee '
(1) = 1 't " eén exemplaar

T
O
S~
|

er 1s geen voorraad, maar het was niet nodig om noodinkopen te
doen.

(-1)= er is éénmaal een noodinkoop verricht
(mg)m 't 3 tweemaal ¥ 1

De handelaar heeft nu drie strategieén tot zijn beschikking: bij-
bestellen (tot 3 stuks) wanneer de voorraad aan het eind van de

week Ten hoogste gelijk is aan O, 1 of 2., Wij zullen deze drie
strategieé&n aandulden door resp. <o, € en X ,

Wij vinden nu voor de overgangswhn als strategie o wordt gevolgd:

1) We zouden ook kunnen toestaan dat de handelaar z1 jn voorraad
steeds aanvult tot bijv. 2 exemplaren. Ve komen hierop nog terug.
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(3) (2) (1) (0) (-1)
g
(3) 5 1 T 1 O
{ ‘] ] 1 ¢
2 C — Matrix van over-
( ) ) I 3 I gangswaarschijn-
1 d ‘] 1 11ijkheden bi ]
(1) 6 T 3 iy O strategie 8
(0) %- *} -% i} O / (7.5)
‘] d ] d
(- \z ¥ 3 1§ ©°f

Indien ftenslotte strategie'X wordt tToegepast zijn zowel de toestand

(-1) als de toestand (-2) uitgesloten; de matrix der overgangswhn
(7.6) wordt nu

(3) (2) (1) (0)

(3) ] ] 1 {
3 ) I 3 I Matrix van over-
1 1 1 q gangswaarschi jn-
(2) ry i '3* I 11 jkheden bij
strategie X'
(1) ] ] 1 ]
9 iy 3 i (7.6)
I l 1 ]
(0) 5 ¥ 3

HetT 1is gemakkeliljk in te zien dat geen van deze matrices fuiken of

kKringiuiken bevat. Volgens stelling 6.1 geldt dus voor ieder der
bovenstaande matrices:

1im p§T) bestaat en is onafhankelijk van i.
(11— 0O +d

Wij geven de limiet dsarom asan met qjﬁ waarin J de mogelil jke toe-
standen doorloopt (dus bij strategie p: j=3,2,1,0,-1).

We passen nu de vergeli jkingen (6.8) toe om de invariante verdeling
voor de verschillende strategie&n te berekenen.
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We hebben nu alle invariante verdelingen berekend. Het gestelde
probleem is hiermee overigens nog niet opgelost. Het is ons zelfs

3 zal echter blijken dat het kennen van deze verde-

lingen van groot nut is bij de verdere cplossing, die in par. 9 zal
worden uitgevoerd.

Voorbeeld 7.2

Een pont die tussen twee punten A en B Op en neer vaart heeft
een half uur nodig voor i1edere oversteek. De pont vertrekt van ieder

der oevers nooit op andere tijdstippen dan de hele en halve uren en
net vertrek heeft inderdaad plaats wanneer een klant wacht aan de

OeVver waar de pont ligt resp. sankomt. Het systeem verkeert derhalve

in ieder interval van een half uur in een der vier volgende toestan-
den:

toestand 1: de pont vaart van A naar B

I

2 3 ¥ ' ¥ B " A
1 3, ' ' wacht in A
4 .

> Db. Tenslotte veronderstellen we dat de kKlanten

hoogstens een half uur wachten, en dat de pontbaas niet kan zien of
er 1emand aan de overkant wacht .

We willen nu onderzoeken welke van de drie volgende strategieén
de beste is.

& De pontbsas wacht steeds tot er een klant komt, en zet deze
Op het eerstvolgende hele of halve uur oOvVer.,

.@ Als de pontbsas juist iemand nsar A neef't gebracht blijft
nij daar wachten op de volgende klant. Zodrs hlj deze naar B heeft
overgezet keert hij terug (eventueel met een passa

gier) .

Indien strategie o wordt gevolgd dan zijn de volgende toestands —
overgangen mogelijk:
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1) Van toestand 1 naar de toestanden 2 en 4.

De kansen Pyo €N P,y 21jn resp. gelijk aan b en 1-b. (Waarom?)
2) Van toestand 2 nasar de toestanden ‘1 en 3.

De kansen Poq €N Do zijn resp. gelijk aan a en 1-a. (Waarom?)

3) Van toestand 3 naar de toestanden 1 en 3.

De kansen p31 en p33 zijn resp. gelijk aan a en 1-a. (Waarom?)
L) Van toestand 4 naar de toestanden 2 en 4.

De kansen Pyor €N Py 2zijn resp. gelijk aan b en 1-b. (Waarom?)

De matrix der overgangswhn wordt dus gegeven door:

1 2 b i
d O e O 1-b
2 a 0O -1 O (7.12)
3 a O 1-a O
Y 0 b O 1-b

] 2 3
2 a O 1~-a
3 3 O 1~-a
en voor strategie Y tenslotte:
1 2 ,
d 0 A (7.14)
2 1T 0O

De vergeli jkingen (6.8) hebben dus, indien strategie o wordt ge -
volgd, de volgende vorm:

Qq = aq2 - an

q2 = bq/l -+ bQ4 (7‘15)
dg = (1-a)ay + (1-2)q,

Ay m:(q”b)Q4 +- (1~b)q4

De oplossingen zijn

ab

19 7 9% = 5%
_ b-ab
qB T 5-+0 (7./|6)

a-ab
dy a-+b

I




Voor strategie Gs vinden wij de vergelijkingen

q’l — aq2 i an
q3 = (/\“a)q2 . (/l“a)QB

met als oplossingen

_ 2
49 7 90 T 15

1 (7.18)

In de matrix voor strategie X treedt een kringfuik op, zodat we de
vergeli jkingen (6.10) moeten toepassen. We vinden

(7.19)

*

3. De wet van de grote aantallen: de centrale limietstelling

Beschouw een willekeurige Markovketen met overgangswhn Ps s We
zullen nu laten zien dat deze keten kan worden verkregen door knik-
kers ult bakjes te trekken. Stel nl. dat n bakjes met knikkers in n
verschillende kleuren zijn gevuld; zowel de bakjges als de knikkers zijn
genummerd van 1 t/m n. be bakjes zijn op een zodanige wijze gevuld

dat de kans om uit het ie'bakje een kKnikker van de kleur j te trekken

gelijk 1s aan de gegeven waarde D,
riment uit:

j° "1J voeren nu het volgende expe-

I'rek een knikker uit balkje ique Kleur hiervan zij i2; leg deze
knikker weer terug. Trek dan de tweede knikker uit bakje 1
hiervan zij iBﬁ enzovoorts .

De rij 1

2; de kleur

4j12j13;¢.¢ 18 nu een Markovketen waarvan de overgangs -
whn Julst gelijk zijn asn pijﬁ zoals men gemakkeli jk kan inzien.

De beginstap iq kunnen we bijv. bepalen met behulp van een apart
bakje waarin van iedere kleur één knikker ligt.

Stel nu dat men bilj iedere trekking van een knikker met nummer i
een boete x(1) moet betalen, voor 1=1,...,n. Laat verderggm de boete

. | . e o

zljn die men bij de m trekking moet betalen, voor m=1,2,.... Deze

groothelid is stochastisch. Immers men weet van tevoren niet we lke
de

Kleur de m getrokken knikker heeft. Men reslisere zlch dat de
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stochastische variabele X, €en van de waarden x(1i) (i=1,...,n) zal
gannemen .
Als het systeem zich bij heuv begin van het experiment 1in de

& h : e :
toestand 1 bevindt, dan geldt voor de boete dile bijg de m Trekking
moet worden betaald

— - 1 ( m) 8 .,, /l
Plﬁm'* K(J)J =Py ( )

Er geldt dus

[

Cxy = k() pi ™) (8.2)

Hieruit volgt

1 £ N S L (m)
1im ) & x. = lim = 2 > x{J) Py =
Koo & m=] ' ke T omel =1
p! i g
| — . C
j:‘:;:/l L{_%m [’n:::/l mJ j::'::/]

Men ken bewljzen dat het eerste 1lid van deze betrekking gelijk is
SRR g
’ I
i lim = 2 x (8.4)

1!@4m1{1mL1 —

Ook kan men aontonen dat de vorm tussen de accoladen in (8.4) een
stochastische grootheid met spreiding O is, zodat uit (8.3) volgt
) CHij(j) mrliﬁln;jiw X met kans 1 . (8¢5)
J b /l K ~ (1 ' rn o "1

Tenslotte kan men bewijzen dat urt (8 5) volgt dat voor iedere € > O
ge ldt

-~ I %e -
im P> af x(g) - L x.|>¢&]=0 . (8.6)
L L} < —m ; \
K"’@m Jw/l m’::;"-":/l _
N - 4 K z
Dit betekent dus: de kans det | 72_a,_. x(j) - = 5 x|
| J:* /l 1. J ]L"': M == /‘ T} |

groter 1s dan & 1is een functie van k die naar nul nadert als k naar
o gaat.,

Wi VNG R MR WS gamen. N ey

1) VWe gaan hierbij steeds uit van een vaste begintoegstand 1i.
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Hieruit vinden we:

o 771 ,
+ 15 x = Wﬁui,g a (9.7)

x(3)=3; x(2)=T; x(1)=6; x(0) =5, (9.8)

zodat
3 . g - R
jﬁmoqjx(j)m3x6-+7xﬂ:6x§-+_;xgmz;i:g (9.9)

De handelaar zal dus de voorkeur geven aan strategile @.3 ad.w.z. hi]
zal zijn voorraad asnvullen (tot drie stuks) zodra hij aan het

einde van de week ten hoogste 1 reserve onderdeel in voorraad heert.
Zzouden we hebben toegelaten dat de handelasr ook tot 2 stuks mag bl j-
bestellen, dan was het probleem hierdoor niet moeilljker geworden.

De extra-berekeningen zijn namelljk van dezelfde agrd als de hier-
boven ultgevoerde, en zelfs nog eenvoudiger. Uit het resultasat van
deze extra berekeningen volgt dat het voordeliger 1s als de hande-
laar toch steeds tTot drie stuks bijbestelt: de besparing op de

voorraadkosten weegt blijkbaar niet op tegen de nu veel hogere nood-
inkoopkosten.

Voorbeeld 7.2

Om ult tec maken welke van de drie strategie&n o, (s en X
voor de pontbass optimaal 1s, moeten we ons afvragen welke grootheid
we wensen te minimaliseren. e zullen hiervoor weer de kosten kiezen.
Stel dat deze zljn samengesteld uit de volgende posten:

C0 per half uur voor iedere mogelijke toestand (men kan hierbi ]
aan slijtage- en onderhoudskosten denken),

Cv per half uur als het systeem in de toestand 1 of 2 verkeert
(kosten voor brandstof e.d.),

-F voor iedere overtocht waarbilij iemand wordt overgezet.

We kunnen nu voor ieder der strategie&n de grootheid quf x(J)
ultdrukken in a, b, COJ, Cv en I,



Strategie o: x(1) =x(2) =Cy +C_ - F
= x(4) = C (9.10)
x(3) = x(%) 5

§="1 a+b O v a-+b a +b O
2ab
= C, + (C,-F) 5 = C * Ba (9.11)
1 _ - 2ab

waarin B, = (Ov ) 5 (9.12)
Strategie p : X(q) = CO CV - I

x(2) =Cy = C, - DF (9.13)

x(3) = C, .

(9.14)
(9.15)
(9.16)
2
— LC iy . _aftb o *
3. - aib g
C, - =3 a (9.18)
Men kan gemakkell jk asntonen dat
B(3< BX (9.19)
voor alle toelaatbare keuzen van a, b, F en.Cvﬁ zodat strategie X’
niet in aanmerking komt.

Verde

r blijkt na enig rekenen dat

B < E@ (9.20)



dan en slechts dan geldt als

V., a-b g .21)
= > 5 @ (

In dat geval is dus strategie o de beste. Is echter de verhouding

C .
“j;"y" groter dan Eﬁgﬁ dan moet asn strategle (b de voorkeur worden ge-

geven.

10. Overige Markovprocessen

Er bestacn praktijkproblemen waarbij de optredende processen
een stochastisch karakter dragen, terwijl toch het verloop ervan niet
n keten kan worden beschreven. In par. 2 hebben wilj

AoOoYr €¢
ds een voorbeeld hiervan genoemd. Aangezien de behandeling van

ree
dergell jke

processen ons te ver zou voeren hebben wij ze echter niedt
in onze beschouwlngen vpetrokken.

Deze opmerkingen zijn eveneens van Toepassing op processen
vaarbij het systeem in een oneindig asntal toestanden kan verkeren.
Aan het begin van par. 4 hebben wij ons beperkt tot systemen met
eindig veel mogelijke toestanden. Voor sommige problemen 1s deze
beperking echter te ernstig om nog tot een goede aanpassing Te kKomen.
Het kan zelfs
worden toe

gebeuren dat een continuum van mogelijke tToestanden
elaten.

moe ¢

11. L sprobleem

‘ R .
] g
I g i

ren transportonderneming heeft bij een assurantiemaatschapplj
een scheadeverzekering afgesloten. De voorwaarden, welke in de polis

zilgn beschreven, kunnen als volgt worden samengevart:

1) De verzekeringsmaatschappij kent 4 klassen van verzekerden. De
transportonderneming betaalt in de eerste klasse een premie van

O.--. Voor de overige klassen bedraagt de premie resp.
900.,--, Ff 700.-- en F 600, ~-.

geclaimd, dan wordt zij het volgende jaar, tenzij
reeds totl de hoogste klasse behoort, ingedeeld in de daarop
nogere klasse.

geval zi1j reeds tot de hoogste klasse behoort, blijft
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Indien echter de transportonderneming een claim Ttot schadever-
goeding heeft ingediend, dan wordt zij het volgende Jaar gerekend
te behoren tot de laagste klasse.

2) De transportonderneming behoeft slechts aan het eind van ieder

jaar de totale schade op te

LEVET .
Er wordt dan en slechts dan een schadevergoeding uitgekeerd als

het schadebedrag groter is dan
a) f 7’50 - voor de eerste klasse
b) f 600 -- voor de tweede klasse

de derde klagse

de vierde Kklasse .

bedragen zljn de z.g eilgen risico’'s.

Keren schnadevergoeding is gelijk aan het schadebedrag

met het eigen risico.

zonder meer duldelijk, dat de transportonderneming in

geen schade zal claimen welke kleiner is dan
Immers zij derft een premieverlaging voor het komende
groter is dan de schadeuitkering . Ook voor de overige
£an men tol soortgelijke uitspraken geraken. Vellicht is

H

hoger

Schade per jaar. Indien de omvang van de schade wordt

met T, dan wordt de verdelingsfunctie F(t) van t gegeven
kansdichtheid f£(t):

t
O - 1000
2(2) = 7o (11.1)

dat de transportonderneming, gezien als

in 4 toestanden kan bevinden. Deze toestanden zullen

C nummer van de klasse aangeven met de getallen

eerste klasse geen schade zal claimen, welke

eswh P4, gegeven door F(Cx,]) . Op
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Uit (11.18) volgt tenslotte

1in de eerste klassgse wordft ot

in de tweede klasse wordt
in de derade kla
in de vierde klasse worc

3se wordt
1T




